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摘 要： 解释和分析了二维信号可分离度的概念．基于二维模态分解理论和二维信号解析相位理论提出了二维
模态信号的加性可分离度计算式和乘性可分离度计算式，并分别利用完全加性信号和完全乘性信号对两种计算式的

实际效果进行了验证．二维经验模态可分离度的应用意义体现在：它可以鉴定二维模态分解算法分解质量的优劣，可
以用来确定模态分解客观分解终止条件，还可以在进行单方向特征信息提取时为预处理方法的选择提供有效依据．
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１ 引言

二维图像可被视作空间域二维信号．二维信号可以
由一维信号通过某种运算构建出来，或者说，任何二维

信号都具有分离为一维信号的可能性，我们将这种可能

性定义为二维信号的可分离度．本文中对二维信号可分
离度的解释是：某个二维信号可以被若干个方向不同的

一维信号通过某种运算表达出来的可能性．当这种可能
性大到一定程度时，该二维信号就可以近似地被这几个

方向不同的一维信号通过这种运算表达出来．二维信号
可分离度的研究对于多维信号处理和多维信息向一维

的映射都具有重要的理论意义．

经验模态分解（ＥｍｐｉｒｉｃａｌＭｏｄｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＥＭＤ）
方法是美国学者 ＮｏｒｄｅｎＥＨｕａｎｇ等人在１９９８年提出的
一种新的信号处理方法，该方法在非平稳信号的分析和

处理中体现出了良好的性能［１］．鉴于 ＥＭＤ方法在一维
信号处理方面的优良效果，国内外学者将它推广到二

维，提出了二维经验模态分解（ＢｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＥｍｐｉｒｉｃａｌ
ＭｏｄｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＢＥＭＤ）方法并应用于二维信号处
理［２～５］．与一维模态分解一样，对二维信号进行经验模
态分解后也可以获得具有明确时频分析意义的固有模

态函数（ＩｎｔｒｉｎｓｉｃＭｏｄｅＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＩＭＦ），二维固有模态函数
即为具有解析意义的二维模态信号，在此基础上就可以

对原始信号进行精确的时频分析．
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本文中讨论的二维信号可分离度是一个相对狭义

的概念，专指二维模态信号（即二维固有模态函数）可

以被水平和垂直两个方向上的一维信号通过某种初等

运算表达出来的可能性，而这样的初等运算主要是指

相加和相乘．以二维经验模态分解为基础讨论二维信
号可分离度的原因是经过二维经验模态分解后得到的

二维模态信号实质上是一种具有明确时频分析意义的

二维单分量信号，二维单分量信号是在本地区域无叠

加的局域点单频二维信号，这样的二维信号才有可能

被瞬时相位和瞬时频率都有物理意义的一维信号经过

初等运算所构建．实际上，二维信号解析相位是否具有
明确的物理意义同样取决于其本身是否为二维单分量

信号［６～９］，本文中二维信号可分离度的量化计算式正是

在二维信号解析相位定义式的基础上提出来的．

２ 二维信号的解析相位及其定义式

２１ 二维解析信号的构建

空间域二维信号（本文中为二维图像）解析相位的

概念是对一维信号瞬时相位概念的一种延伸．一维信
号的瞬时相位是一维解析信号虚部和实部所形成复共

轭对的反正切值［６］，在空间二维域，本文将与一维信号

的瞬时相位对应的概念称为空间域二维信号的解析相

位．对于任意可进行傅里叶变换的空间域二维信号（图
像）ｆ（ｘ，ｙ），也可以求它的希尔伯特变换 ｆＨ（ｘ，ｙ），得到
二维解析信号

ｆ^（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）＋ｉｆＨ（ｘ，ｙ） （１）
根据此空间域二维解析信号的具体表达式就可以

求出其幅度包络和解析相位．因此，二维信号解析相位
的求取首先依赖于二维解析信号的构建．

目前存在的几种传统二维解析信号的构建方法包

括总体解析信号、部分解析信号以及具有单象限傅立

叶谱的解析信号等［７］．任意方向部分解析信号的定义
只与一维方向相关，不符合二维的特点；总体解析信

号、具有单象限傅立叶谱的解析信号的定义也不能满

足解析信号构建的基本原则［８］．四元数解析信号的出
现很好地弥补了总体解析信号和部分解析信号的不

足［９］，是一维解析信号到二维解析信号的一种更合理

的延伸．
四元数（Ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ）代数是由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ于１８４３年提

出的向量代数，近年来被应用于高维信号处理［１０，１１］．对
四元数谱分析和信号时频表达的研究则开始于 １９９８
年，ＢｕｌｏｗＴｈｏｍａｓ等人证明了二维实函数的四元数傅里
叶变换（ＱＦＴ）满足四元数 Ｈｅｒｍｉｔ对称的定义［９，１２，１３］，因
此二维实函数的所有 ＱＦＴ信息可以由一个象限的 ＱＦＴ
信息完全得出［８，９］．近年来，国内的科研工作者们也利
用四元数对高维信号处理问题进行了研究，其中包括

基于四元数奇异值分解估计频率参量和评价视频质量

的研究，以及基于四元数的局部傅里叶变换的研究等

等［１４～１６］．四元数解析信号的一种经典表示式为：
ｆ^ｑ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）＋ｉｆｘＨ（ｘ，ｙ）＋ｊｆｙＨ（ｘ，ｙ）＋ｋｆＨ（ｘ，ｙ）

（２）
其中，ｆｘＨ（ｘ，ｙ），ｆｙＨ（ｘ，ｙ）分别表示 ｘ，ｙ坐标轴方向的
部分希尔伯特变换，ｆＨ（ｘ，ｙ）为 ｆ（ｘ，ｙ）的总体希尔伯特
变换 ．^ｆｑ（ｘ，ｙ）实质上已经综合了 ｆ（ｘ，ｙ），ｆｘＨ（ｘ，ｙ），
ｆｙＨ（ｘ，ｙ）和 ｆＨ（ｘ，ｙ）的信息．
２２ 二维信号解析相位的定义式

本文在二维信号表达为四元数解析信号的基础上

来讨论二维信号解析相位的求法．目前基于四元数解
析信号的二维信号解析相位的定义方式有两种［９，１７］，分

别是由ＢｕｌｏｗＴｈｏｍａｓ和崔峰提出的．
根据三维空间转动与单位四元数的对应关系，第

一种定义方式将四元数以下面的形式表达［９］：

ｑ＝｜ｑ｜ｅｉφｅｋψｅｊθ，
（φ，θ，ψ）∈［－π，π）×［－π／２，π／２）×［－π／４，π／４］

（３）
其中指数函数的 ＥＵＬＥＲ方程成立， ｑ为四元数ｑ的
模，（φ，θ，ψ）为四元数的相位矢量．

对于四元数 ｑ∈Η，相位角ψ的定义式如下：
（１）单位化四元数：ｑ′＝ｑ／ｑ ＝ａ＋ｉｂ＋ｊｃ＋ｋｄ
（２）则ψ分量值：

ψ＝－ａｒｃｓｉｎ（２（ｂｃ－ａｄ））／２ （４）
第二种定义方式将四元数解析信号 ｆ^ｑ（ｘ，ｙ）表示

为以下形式［１７］：

ｆ^ｑ（ｘ，ｙ）＝λ１（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｉφ（ｘ，ｙ）］
＋λ２（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｊθ（ｘ，ｙ）］
＋λ３（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｋψ（ｘ，ｙ）］ （５）

对应式（２），采用下面方法配平等式（５），进而求出
相位角ψ：

（１）单位化四元数：ｑ′＝ｑ／ｑ ＝ａ＋ｉｂ＋ｊｃ＋ｋｄ；
（２）对 ｂ求取ｘ方向的部分Ｈｉｌｂｅｒｔ变换 ｂｘＨ；
（３）对 ｃ求取ｙ方向的部分Ｈｉｌｂｅｒｔ变换 ｃｙＨ；
（４）取λ３（ｘ，ｙ）ｅｘｐ［ｋψ（ｘ，ｙ）］／ｑ ＝ａ＋ｂ

ｘ
Ｈ＋ｃｙＨ＋

ｋｄ，则

ψ（ｘ，ｙ）＝ａｔａｎ２（ｄ，ａ＋ｂ
ｘ
Ｈ＋ｃｙＨ） （６）

以上两种二维信号解析相位的定义式实际上是两

种不同的数据融合的方式，分别对四元数解析信号各

项所携带的信息进行了数据融合．

３ 各个模态的可分离度及其量化计算

任何实平稳的随机信号都可以用解析信号的方式

来描述，然而并不是所有随机过程的解析相位都具有
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明确的物理意义．对于空间域二维实信号（本文中为二
维图像）而言，其解析相位是否具有明确的物理意义取

决于其本身是否为具有明确时频分析意义的单分量信

号．多分量ＡＭＦＭ建模技术将图像表示为局部一致的
复值单分量之和［１０，１８］，而二维经验模态分解中模态的

定义正是针对图像单分量信号的要求提出来的，因此

本文将图像的各个模态作为讨论具有明确物理意义的

二维信号解析相位的基础，并在此基础上对图像各个

模态的可分离度进行量化计算．
３１ 各个模态的加性可分离度及其量化计算

通过对二维经验模态分解产生的各个模态的相位

分析，可以验证解析相位定义式（６）中的相位ψ组份值
具有表达信号累加可分离程度的功能［８］．当二维信号
是完全加性可分离的信号时，ψ＝０．由二维信号解析相
位的定义式（６）可知，ψ＝０的原因是完全加性可分离信
号的总体希尔伯特变换（在定义式中作为分子项）为０．
而接近于加性信号的二维信号的总体希尔伯特变换则

很小，因此，可以量化地提出表示某个二维模态信号的

加性可分离度的计算式．
设空间域二维模态信号（图像）ｆ（ｘ，ｙ）的四元数解

析信号为 ｆ^ｑ（ｘ，ｙ），
（１）单位化四元数解析信号：
ｆ^ｑ（ｘ，ｙ）′＝ｆ^ｑ（ｘ，ｙ）／ｆ^ｑ（ｘ，ｙ）

＝ａ（ｘ，ｙ）＋ｉｂ（ｘ，ｙ）＋ｊｃ（ｘ，ｙ）＋ｋｄ（ｘ，ｙ）
（２）计算单位化后的总体希尔伯特变换 ｄ（ｘ，ｙ）的

能量，

Ｅ＝∫
ｙ２

ｙ１∫
ｘ２

ｘ１
ｄ（ｘ，ｙ）２ｄｘｄｙ （７）

（３）空间域二维模态信号（图像）ｆ（ｘ，ｙ）的加性可
分离度（ａｄｄｄｅｔａｃｈａｂｌｅｄｅｇｒｅｅ，ＡＤＤ）定义为下式，

ＡＤＤ＝２
π
ａｒｃｔａｎ（１Ｅ×１０

－α） （８）

式（８）中的α为归
一化控制系数，目的是

将可分离度的值映射

到０到１之间，一般取
３．原始信号的加性可
分离度也可以参照式

（８）计算，以便与模态
的加性可分离度进行

对比．
现举一例，对于二

维完全加性信号，其表

达式如式（９）～（１１），图像见图１．
ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆｈｉｇｈ（ｘ，ｙ）＋ｆｌｏｗ（ｘ，ｙ） （９）

ｆｈｉｇｈ（ｘ，ｙ）＝５０ｃｏｓ（２００ｘ）＋５０ｃｏｓ（２００ｙ） （１０）

ｆｌｏｗ（ｘ，ｙ）＝２００ｃｏｓ（１０ｘ）＋２００ｃｏｓ（１０ｙ） （１１）
经计算，ｆ（ｘ，ｙ）原始的高频分量 ｆｈｉｇｈ（ｘ，ｙ）与同它

对应的第一模态的总体希尔伯特变换结果对比如图２
所示；ｆ（ｘ，ｙ）原始的低频分量 ｆｌｏｗ（ｘ，ｙ）与同它对应的
第二模态的总体希尔伯特变换结果对比如图３所示．

理论上，ｆｌｏｗ（ｘ，ｙ）这种完全累加性可分离信号的总
体Ｈｉｌｂｅｒｔ变换结果应该为零，但是由于总体Ｈｉｌｂｅｒｔ变换
结果在仿真中是利用傅立叶反变换得到的，因此这个值

并不绝对为０，而只是远远小于它在傅立叶反变换结果
中对应的实部（即原图像）．即使如此，图２和图３还是显
示了 ｆｈｉｇｈ（ｘ，ｙ）与第一模态之间以及 ｆｌｏｗ（ｘ，ｙ）与第二模
态之间在总体希尔伯特变换结果上的差异．这样的差异
也必然会导致加性可分离度的差异，如表１所示．
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表１ 完全加性信号原始分量和模态的加性可分离度比较

加性可分离度 高频／模态一 低频／模态二

原始分量 ０．９９４４ ０．９１１９

模态 ０．８８５９ ０．６３３８

通过计算第一模态图像和第二模态图像的加性可

分离度可以知道模态一和模态二是否接近完全加性可

分离信号．从加性可分离度的角度可以再次验证二维
经验模态对二维信号的分解能力．
３２ 各个模态的乘性可分离度及其量化计算

ＢｕｌｏｗＴｈｏｍａｓ等人利用离散四元数 ＧＡＢＯＲ滤波器
与不同形式乘积型数字图像的卷积，得到了利于四元

数解析信号分析的简单分量，进而求取了相位ψ组份

值与二维乘积型信号局部内蕴结构的对应关系［９］．这
种对应关系一定程度上具有表达信号乘积性可分离程

度的功能．当二维信号是完全乘积性可分离的信号时，

ψ＝０．
设空间域二维模态信号（图像）ｆ（ｘ，ｙ）的四元数解

析信号为 ｆ^ｑ（ｘ，ｙ），
（１）单位化四元数解析信号：
ｆ^ｑ（ｘ，ｙ）′＝ｆ^ｑ（ｘ，ｙ）／ｆ^ｑ（ｘ，ｙ）

＝ａ（ｘ，ｙ）＋ｉｂ（ｘ，ｙ）＋ｊｃ（ｘ，ｙ）＋ｋｄ（ｘ，ｙ）
（２）设项 Ｐ（ｘ，ｙ）＝ ｂ·ｃ－ａ·ｄ，计算 Ｐ（ｘ，ｙ）项

的能量，

Ｅ＝∫
ｙ２

ｙ１∫
ｘ２

ｘ１
Ｐ（ｘ，ｙ）２ｄｘｄｙ （１２）

（３）空间域二维模态信号（图像）ｆ（ｘ，ｙ）的乘性可
分离度（ＰｒｏｄｕｃｔＤｅｔａｃｈａｂｌｅＤｅｇｒｅｅ，ＰＤＤ）定义为下式，

ＰＤＤ＝２
π
ａｒｃｔａｎ（１Ｅ×１０

－β） （１３）

式（１３）中的β为归一化控制系数，一般取４．原始信号
的乘性可分离度也可以参照式（１３）计算，以便与模态的
乘性可分离度进行对比．

对于二维完全乘性信号 ｆ（ｘ，ｙ），其表达式如式
（１４）～（１６），图像见图４．

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆｈｉｇｈ（ｘ，ｙ）＋ｆｌｏｗ（ｘ，ｙ） （１４）
ｆｈｉｇｈ（ｘ，ｙ）＝５０ｃｏｓ（１００ｘ）ｃｏｓ（１００ｙ） （１５）
ｆｌｏｗ（ｘ，ｙ）＝２００ｃｏｓ（１０ｘ）ｃｏｓ（１０ｙ） （１６）

如图４，ｆ（ｘ，ｙ）图像（大小为１０１×１０１）
ｆ（ｘ，ｙ）原始的高频分量 ｆｈｉｇｈ（ｘ，ｙ）与同它对应的

第一模态的 Ｐ（ｘ，ｙ）项的结果对比如图５所示；ｆ（ｘ，ｙ）
原始的低频分量 ｆｌｏｗ（ｘ，ｙ）与同它对应的第二模态的
Ｐ（ｘ，ｙ）项的结果对比如图６所示．

Ｐ（ｘ，ｙ）项是单位化后四元数解析信号四项间的
一个差分值，对某乘积型单分量或其对应的模态来说，

一项总体希尔伯特变

换和两项部分希尔伯

特变换之间的差异在

乘积相减后大部分被

抵消了，因此，这些情

况下 Ｐ（ｘ，ｙ）项的计
算结果都很接近于 ０，
但任何乘积型单分量

与其对应的模态间乘

性可分离度的差异仍

然是存在的，并可以量

化计算出来，如表２所
示．
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表２ 完全乘性信号原始分量和模态的乘性可分离度比较

乘性可分离度 高频／模态一 低频／模态二

原始分量 ０．９５９５ ０．９５８２

模态 ０．９５５１ ０．９５５５

４ 模态可分离度的应用意义

模态可分离度的应用主要包括以下几方面：可以

用来鉴定二维模态分解算法分解质量的优劣；可以用

来区分模态信号和余量信号，确定客观的分解终止条

件；对某图像进行单方向特征信息提取时，可分离度的

计算是选择最佳的预处理方法的有效依据．
首先，模态可分离度可以用来鉴定二维模态分解

算法分解质量的优劣．对分解质量的鉴定具体可以采
用如下方法：对于一种新的二维模态分解算法我们可

以用其来分解类似于图１中的二维完全加性信号，再对
得到的各个模态计算加性可分离度，各模态加性可分

离度的计算结果越接近于１，说明该二维模态分解算法
的分解质量越高．同样道理，也可以利用模态乘性可分
离度来鉴定二维模态分解算法分解质量的优劣．

其次，模态加性可分离度可以用来区分模态信号

和余量信号，确定客观的分解终止条件．在ＥＭＤ算法的
执行过程中需要两个终止条件：一个是筛选每一分量

时的终止条件，称为分量终止条件；另一个是整个分解

过程的终止条件，称为分解终止条件．理论上讲，什么
时候停止整个ＥＭＤ解过程，应该取决于被分解的多分
量信号中所包含单分量成分的多少；而在实际应用中，

由于被分解的数据往往十分复杂，迄今为止没有合适

的方法确定某二维信号中究竟包含多少单分量成分，

大多数情况下，分解终止条件都是研究者主观设定的．
为了研究这一问题，我们可以计算一下 ＬＥＮＡ图像

和ＵｎｄｅｒｗａｔｅｒＶａｌｌｅｙ图像的各个模态及余量的加性可分
离度，得到如表３所示的结果．

表３ ＬＥＮＡ图像和ＵｎｄｅｒｗａｔｅｒＶａｌｌｅｙ图像的加性可分离度

原图像 模态一 模态二 模态三 余量

ＬＥＮＡ ０．０２２２ ０．０３６１ ０．０３９８ ０．０４４４ ０．０１９７

ＵｎｄｅｒｗａｔｅｒＶａｌｌｅｙ ０．１１０１ ０．１７２７ ０．１８７６ ０．２０１９ ０．０８７６

通过计算发现图像模态的加性可分离度要高于原

来图像，而且高阶模态的加性可分离度要高于低阶模

态．高阶模态包含的图像频率低，频带窄，图像内容简
单，这样的图像被分解为不同信号加和的可能性就更

大，这一点与人类视觉的直观感知是相符合的．余量的
加性可分离度要远低于各个模态，甚至低于原始图像，

是因为余量是不包含图像内容的，它含有的信息只是

图像明暗大趋势．这也证明了余量信号在本质上与模
态信号的区别，余量就是余量，而不应该被称为最后一

个模态．由此，模态可分离度可以成功地区分高阶模态
信号和余量信号．

基于以上结果，可以采用以下办法客观地确定分

解终止条件：在分解过程中一旦发现分解得到的高阶

模态的加性可分离度出现降低趋势，则可判断原始信

号中的单分量成分已经筛分完毕，停止整个筛分过程，

即可确定整个分解过程的终止条件．
第三，进行单方向特征信息提取时，可分离度的计

算是选择最佳的预处理方法的有效依据．例如，第一模
态的高可分离度决定了它往往比原始图像更有利于进

行单方向的特征信息提取，由此便可以进一步确定后

面的一系列图像的预处理方法．第一模态加性和乘性
可分离度都高于原始图像；并且第一模态傅立叶相位

继承率一般在原始图像 ９０％以上［１９］，这意味着第一模
态几乎继承了原始图像的所有特征．以上两点因素决
定了用第一模态代替原始图像作为信号处理对象时，

在某些方面往往会具有特殊的优势．

５ 结论

目前，二维信号的可分离度尚不存在统一和明确

的定义．本文是借助二维模态解析相位的概念衍生和
推导出来一种狭义解释下的二维单分量信号可分离度

计算式，并利用完全加性信号和完全乘性信号验证了

该计算式的实际效果．二维模态可分离度的研究价值
一方面体现在其对二维模态分解理论发展的重要意

义，另一方面体现在其对单方向特征信息提取的预处

理具有有效的指导作用．
对于二维信号被任意两个方向的一维信号表达的

可能性的计算，可以在本文计算式的基础上做相应的

调整，如采用分别给水平和垂直两个自变量乘相应的

旋转因子等办法．总之，关于二维信号可分离度的更为
广义的计算表达方法尚有待进一步研究．
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